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Bevezetés

1. Mia logika?

A logika a gorog logosz szobol szarmazik. Jelentése beszéd, gondolat. Az egyik legrégebbi
tudomany, hiszen magaba foglalja a klasszikus Okori filozéfiai logikat éppen ugy, mint a modern
matematikai logikat.

A logika - akar a filozofia, akdr a matematika részeként tekintjilk - a gondolkodas
torvényszerliségeit kutatja. A matematikai logika egyrészt 6nallo aga a matematikanak, masrészt
annak kiilonbozo részteriiletei kozti 0sszefiiggéseket is kutatja a megfeleld szimbolumrendszer
bevezetésével.

2. A logika torténete

Bar a logikus gondolkod4s mondhatni egyidds az emberiséggel, a logika, mint tudomany,
fejlodésének elsé nagy fordulopontja az Okorra teheté. A logikdra nagy hatast gyakorld
gondolkodok koziil legelsoként az éleai Zénon emlithetd meg, akinek hires apéridi nagy hatassal
voltak az 6t kovetd gondolkodokra is. Késobb Szoékratész az indukcioval, fogalmakkal és
allitasokkal foglalkozott kiilonboz6 elméletek felallitdsanak kapcsan.
Arisztotelész logikai szempontbol legfontosabb miive az Organon, ezen belill is az FEls6
Analitika és a Masodik Analitika cimet viseld konyvek, melyben tulajdonképpen megalapozta a
logikat. Kovetkeztetéseket allitott fel, ahol mar betiikkel jeldlte a benniik el6forduld valtoztathatd
részeket. Harom logikai alapszabalyt hatarozott meg, melyek oly sokaig az egyetlen alapjat
képezték a matematikdnak. Ezek a kovetkezok voltak: azonossag elve, ellentmondas elve és a
harmadik Kkizarasanak elve. A sztoikusok vezették be a kijelentésvaltozokat a logikéaban.
Koradbban Arisztotelész csak a fogalmakra hasznalt valtozokat. A sztoikus filozo6fiai iskola

alapitdja a kritoni Zénon volt. Masik nagy alakja pedig Khriisziposz, akinek nevéhez fliz6dik
sztoikus logika rendszerezése.

Az arisztotelészi logika nagy hatast gyakorolt a gondolkoddkra, tudosokra mintegy kétezer
éven keresztiil, hiszen szinte barmely tudomanyban alkalmazhat6 volt.

Ennek kovetkeztében a kdzépkorban a logika kozel azonos szinten maradt.
A skolasztikus Occam nevéhez flizddnek fontos eredmények ebben az iddszakban.

Ugyanebben a korban fontos szerepet jatszott Ibm Szina (Avicenna) Alexandridban, aki
rendszerezte a gorog tudomanyokat Arisztotelész logikan alapuld rendszerét tovabbfejlesztve.

Sokaig lassan fejlodott a matematikai logika. A nagy 1épés Boole és De Morgan nevéhez
fizédik. Boole mutatta ki, hogy a formalis logika tdrvényeit a matematikdban is lehet hasznalni, s
leirta az altala bevezetett szimbolumokkal a logika legalapvetdbb torvényeit.

De Morgan vele egy idében ugyanilyen eredményre jutott.
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A 19. szizadban kapott 0j lendiiletet a logika fejlddése. Venn a szimbolikus logika
vizsgalataval foglalkozott. Peano pedig a természetes szamok vizsgalata sordn alkalmazott
logikai eszkozoket.

A Cantor altal felépitett halmazelméletben tobb ellentmondds (antinémia) is felmeriilt,
melyek koziil az els6t épp Cantor maga tarta fel. Ez a matematikai valsag azonban tujabb
lendiiletet adott a logika fejlédésének, hiszen az ellentmondasok mindegyike a kétértékli logikan,
mégpedig a harmadik kizarasanak elvén alapult.

El6szor Lukasiewicz vetette fel a haromértékii logika lehetdségét, ahol egy allitasnak harom
logikai értéke lehet:
- igaz
- hamis
- harmadik lehetdség (pl. eldonthetetlen).

Ez az elmélet a gyakorlatban is felhasznalhato. Kvantummechanikai alkalmazhatdsdganak
egyik felfedezdje Neumann Janos volt.

A fuzzy (fuzzy = elmosodott, bolyhos, nem éles hataru) logika még tovabb ment. Mig a
kétértékii logikdban csak a 0 (hamis) és az 1 (igaz) logikai érték lehetséges, addig itt barmely 0 és
1 kozotti szamértéket folvehet. A tobbértékli logika gondolatit a halmazelméletben eldszor
Zadeh vezette be az un. fuzzy-részhalmaz fogalman keresztiil. Ebbdl kiindulva felépithetdvé valt
egy teljes matematikai irdnyzat (fuzzy-matematika), melynek egy aga a fuzzy-logika. Mig a
hagyomanyos kétértékii logika és a technika dsszefonddasanak koszonhetd a szamitdogép, addig a
fuzzy-logika fOként a vezérlést forradalmasitotta (videé kamerak, porszivok, mosogépek
késziilnek ezen technika segitségével).
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Kijelentéslogika

1. Kijelentések

A kijelentés (itélet vagy allitas) olyan jol meghatarozott dologra vonatkozo kijelent6 mondat,
amely vagy igaz, vagy hamis, de nem lehet egy id6ben igaz is és hamis is. Jelolés: p,q.7, ... x,),z,
..., ezeket kijelentésvaltozoknak nevezziik.

Példaul:

p: ,,Az Ot paratlan szadm.” - igaz kijelentés

q: ,,A macska novény.” — hamis kijelentés

r: ,Minden kettonél nagyobb paros szam felbonthat6 két primszam 0sszegére.” — kijelentés, de
err6l nem tudjuk jelenlegi ismereteink segitségével eldonteni, hogy igaz vagy hamis. (Goldbach-
sejtés)

A ,,Szépek a fogaid, Laci.” Mondat nem kijelentés, mert még ha van is a jelenlevok kozott
Laszld, akkor sem lehet egyértelmiien meghatarozni fogai sz€pségét, hiszen mindenkinek mast
jelent a ,,szép fog”.

Nem kijelentések a kérdo ¢€s felkialtd mondatok és nem tekintjiik kijelentésnek a definiciokat
sem. Példaul, az ,,Egy kett6vel oszthatd szamot parosnak neveziink.” mondat nem kijelentés, de a
»Minden paros szam oszthatd 2-vel.” mar igen.

,»Most nem mondok igazat.” mondat nem kijelentés, mert ellentmondasos.

Az ,igaz” illetve ,,hamis” a kijelentés logikai értéke vagy igazsagértéke, ezeket a tovabbiakban
1 (vagy i), 0 (vagy &) jeloli. Ha p egy adott kijelentés, akkor ennek logikai értékét | 22| jeloli,
igy a fenti kijelentésekre | 22| =1 és |z[=0.

2. Miuveletek kijelentésekkel

Kijelentés-logikai miiveletek: Kijelentések kozotti miiveletekrdl csak abban az esetben
beszéliink, ha a kapott 0sszetett mondat is kijelentés, ¢s annak logikai értékét a komponensek
logikai értéke egyértelmlien meghatarozza.

Két kijelentés 0sszekapcsolasa esetén 16 kiilonbozd eredmény fordulhat eld, amelyet az
alabbi tablazatban lathatunk:

M(A;B)
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hogy p) kijelentést, vagy ennek atfogalmazott alakjat értjiik. Jele: 7 P

A negicio6 logikai értéke:

P P
i h
h i

A negaci6 tulajdonsagai:

Kettds tagadas: 7 7 P = P

2.2. Konjunkcio (0sszekapcsolas): Tetszoleges p, g kijelentések konjunkciojan a
P 6s ¢~ kijelentést, vagy ennek atfogalmazott alakjat értjiik. Jele: P L

A konjunkcio logikai értéke:

p q plq

i I i

i h h
i h
h h

A konjunkci6 tulajdonsagai:

Kommutativ: PUq=qUp
Asszociativ: p0(q0r)=(p0q)0r=pOqlr
Idempotens: PL P= p

2.3. Diszjunkcio (szétvalasztas): Tetszdleges p, g kijelentések diszjunkciojan a ,p
vagy ¢” kijelentést, vagy ennek atfogalmazott alakjat értjiik. Jele: P L

A diszjunkci6 logikai értéke:

p q plaq
i I i
i h i
h I i
h h

A diszjunkci6 tulajdonsagai:



Kommutativ: Pl q=qlp
Asszociativ: p0(q0r)=(p0q)0r=plq0r
Idempotens: PU P= p

A negécidt, a konjunkciot és a diszjunkciot 6sszekapesold tulajdonsagok:

Abszorpcio: A konjunkcié (diszjunkcid) abszorptiv a diszjunkciora (konjunkciora) nézve.

pO(pOq)=p p0lp0gl-

De Morgan azonossagok: Két kijelentés konjunkcidjanak (diszjunkcidjanak) negécidja

logikailag  ekvivalens a két kijelentés negaciojanak  diszjunkcidjaval
(konjunkciojaval).

~(pOq)=-pO-gq -|(qu): -|pD-|q

Disztributivitas: A konjunkci6 (diszjunkcio) disztributiv a diszjunkciéra (konjunkcidra)
nézve.

pO(q0r)=(p0q)0(pOr) pO{qOr)=(plq)0(p0r)

Megjegyzés: A logikaban érvényes a dualitas elve: A konjunkci6 és diszjunkcid jeleit, illetve
az i és h logikai konstansokat kicserélve igaz allitasbol igaz allitast kapunk.

2.4. Implikacio (6sszefonodas): Tetszdleges p, ¢ kijelentések implikacidjan a ,ha p
akkor ¢” kijelentést, vagy ennek atfogalmazott alakjat értjiik. Jele: P » ¢

Az implikaci6 logikai érteke:

p q p-q
i i i
i h h
h i i
h i

Az implikacié tulajdonsagai: Nem kommutativ, nem asszociativ és nem idempotens.

A P - Q implikacié megforditasan a § - P implikaciot értjiik.
A P - @ implikaci6é kontrapozicidjan a * 4 » 7 P implikaciot értjiik. Az implikacid
logikai értéke megegyezik a kontrapozicidja logikai értékével.



Ekvivalencia (egyenértékiiség): Tetszdleges p, ¢ kijelentések ekvivalencigjan a ,ha p,
akkor és csak akkor ¢” kijelentést, vagy ennek atfogalmazott alakjat értjik. Jele: P = 4

Az ekvivalencia logikai értéke:

p q p-q
i I i
i h h

i h

h i

Az ekvivalencia tulajdonsagai:
Kommutativ: P+ ¢=q« P
Asszociativ: P - (QH I’): (PH Q)H r=p- qor
Nem idempotens: pe p=i

wSem-sem miuvelet”: a koznapi életben ritkan, de szerepel az a logikai miivelet, amelyet a
»sem..., sem...” logikai kapcsoloszavakkal fejeziink ki. Ennek a matematikai modellje a sem-
sem miuvelet. Jele: p ¢ ¢

Az ,,sem-sem miivelet” logikai értéke:

p q prlaq
i i h
i h h
i h
h h i

Sheffer-féle miivelet: a mindennapi életben van a ,,vagy” kapcsoldszonak olyan értelme is,
amikor azt fejezziik ki, hogy a két allitas nem lehet egyszerre igaz, minden mas eset eléfordulhat.
Ezt modellezi az Un. Sheffer-féle miivelet. Jele: 2|«

Az Sheffer-féle muivelet logikai értéke:

p

q

rla

i

i

i
h




Antivalencia: a hétkoznapi nyelvben szintén a ,,vagy” szoval lehet kifejezni, de itt a ,,vagy”-ot
valaszto értelemben értjiikk. Ez a miivelet gyakorlatilag megegyezik a modulo 2 &sszeadéssal.
Jele: pU q

Az antivalencia logikai értéke:

)% q prUaqg
I I h
i h i
I I
h h
Ezek utan a tablazatunk igy fog kinézni:
M{(A;B)
A B|i A41B M, A-B AB 4 B A0B | A- B B =~A AUB My, My AIB h
i 1|i i i i h i i h i h h i h h h h
i h|i i i h i i h i h i h h i h h h
h Qi i h i i h i i h h i h h i h h
h  hli h i i i h h h i i i h h h i h

Eszrevétel: a tablazatban az els6 nyolc és a masodik nyolc oszlop szinte tiikorképe egymésnak,
mindossze az i-ket és a h-kat kell kicserélni. Innen trividlisan addodnak a kovetkezd
Osszefiiggések:

a) ADB A1 B
==( )
b) A5 A0 B
=—( )
C A0 B A« B
==( )
d) A- B
M;=—My, 5 M; =

Feladatok

1. Bizonyitsd be az alabbi Osszefliggéseket!

o PO(pOq)=p
b.-(p0g)=-~pl-q

c. p0(q0r)=(p0q)0(pOr)

2. lIgazold a kovetkez6 allitasokat!




1il.

Ao B=(A~ B)0(B - A

(40B)- C=4- (B~ ©)



Logikai aramkorok — vazlat az SZF4mtt diakhoz

- fizikai megvalositasa: és, vagy kapcsolas, inverter

- binaris adatok — kapcsolok allasa, lampa vilagit/nem vilagit

- bitek, 2-es szdmrendszer, szamrendszerek kell-e? alapvetd szamolasok: dsszeadas,
szorzas, példak 2-es szamrendszerben

- kivonasnal eldjon: szdmabrazolasok: fixpontos, lebegdpontos(csak emlités)

- fixpontoson beliil: egyes komplemens, kettes komplemens, tobbletes

- kettes komplemens: példak, gyakorlas

- logikai aramkori elemek: OR, NOR, XOR, XNOR, NOT, AND, NAND

Informaciofeldolgozas

- rizsa a szamitogéprol, informaciordl(pl grafika), adatokrél, 2-es szamrendszerrol

O Multiplexer: adatok kivalasztasa

O Osszeaddé aramkor:

= Ertéktablazat alapjan észrevessziik: az elsé bit: XOR, atvitel: AND

X Yy osszeg atvitel
0 0 0 0
0 1 1 0
10 1 0
11 0 1

Tobb bites szdmnal carry? Teljes 6sszeadd

= Tetszdleges bitre kész az 6sszeado!

O Kivono6 aramkor: kettes komplemensben ez is 0sszeadas, csak negélni kell

O Szorzas: ugyanaz, mint az 0sszeadas, csak az egyes részeredményeket

tarolni kell — regiszter

O Osztas: ismételt kivondsra épiil



Ha nincs olyan sok fajta logikai kapum (avagy olcsobb legyartani 2-3 fajtat) akkor NOT, AND,
OR kapukkal mindenfajta aramkort meg tudok valositani (normalformak) (s6t, csak kettdvel is),
de nagyon sok elemet kell kapcsolgatni!

Informaciotarolas

- S-R tarolo

- C, D, MS, JK tarolok
- Regiszterek

- RAM - ROM



